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Antecedentes 

• Los antiguos griegos y la pregunta de Pitágoras: ¿por qué la razón 
entre enteros pequeños se traduce en consonancia? 

 

 

 

 

 

 

           

                             
 

Ilustración  que muestra a Pitágoras ejecutando experimentos con armónicos, a través de cuerdas vibrantes 
estiradas. De Franchino Gafori, Theorica Musice  (1492) 

 

• La respuesta, de parte de Hermann von Helmholtz llegó después de 
muchos siglos, en términos del análisis de Fourier y la serie 
armónica.  

 

 

 



 

 

 

• Se estudió desde la Antigüedad hasta el Renacimiento como una 

forma de vislumbrar la naturaleza de la realidad.  

 

• La Geometría es el número en el espacio; La Música es el 

número en el tiempo; y la Astronomía expresa el número en el 

espacio y el tiempo. 

• El Quadrivium—el currículo 

clásico—compuesto de las 

cuatro artes liberals: La 

Aritmética (número), La 

Geometría, La Música y La  

Astronomía.  

 

 

• En los tiempos antiguos, medievales y del renacimiento, decir 

que el orden del universo era  “musical”, era afirmar que 

se podía expresar en términos matemáticos. 



 

fi 12 = 2f 
 

      i = 

 

 
El temprano interés científico de Newton en la música se manifestó en torno a la 

división matemática de la octava, un tema que aparece por la primera vez en un 

cuaderno de su época universitaria 

 

 

  
En este cuaderno de 1665, se encuentra un estudio de los modos, así como comparaciones de 

la división de la octava basadas en logaritmos o en el temperamento igual (La teoría de la 

afinación). 

 

Newton consideraba que la música, como tema de estudio ¡debería ser impartida por 

el profesor de matemáticas! 

 

 



           En los siglos XVII, XVIII, XIX: 

La física del sonido: el estudio de la altura de tono como razones y 

frecuencias; 

 

La multi-división de la octava:  

• Euler y el uso de una representación con fracciones continuas de la 

razón log 2:log 3/2;  

 

• Marin Mersenne describió una subdivisión de 31-notas  en su 

Harmonie Universelle (1636) en la cual había 4 teclas entre fa y sol. 
(Mn = 2n − 1, con n primo) 

 



 La teoría matemática moderna de la música. 

 

 

 

 

 

 
 El análisis no se restringe a frecuencias, razones y representaciones puramente físicas 

del sonido. 

 

  Los patrones y las simetrías inherentes al aspect formal de la 

       música son ejemplos reales de estructuras matemáticas abstractas,  

       como grupos. 

 

 En las Escuelas de Música, la necesidad de analizar los patrones de la composición 

moderna, que no se podían describir con las herramientas de la teoría musical 

tradicional y el análisis armónico, dio lugar a la Teoría Musical de Conjuntos. 

  Los matemáticos también comenzaron a encontrar problemas estimulantes dentro de  

las aplicaciones de las matemáticas a relaciones musicales establecidas, lo cual ha  

llevado a problemas abiertos interesantes en las matemáticas. 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 Ejemplos que muestran cómo la investigación en 
la teoría matemática de la música puede dar 
lugar a actividades pedagógicas en ambas 
disciplinas: 

 

Escalas bien formadas. 

 

 

El estudio de la improvisación y su 
modelización en el jazz. 

 

 

Simetrías, teoría de grupos, teoría neo-
riemanniana y ritmos euclidianos: el 
Taller de matemáticas y composición 
musical y los conciertos-conferencias. 
 

 
 



De ℤ12 a la Escala Cromática C12   

Do -  0  

Do♯ - 1 

 Re – 2 

Re♯ - 3 

Mi – 4 

Fa-  5 

 

Fa♯ - 6 

Sol - 7 

Sol ♯ - 8 

La – 9 

La♯ - 10 

Si - 11 

• Como hay 12 notas en la escala cromática tradicional, usamos      

ℤ mod12 (ℤ12 ). La operación es la yuxtaposición de intervalos. 

• También empleamos 0 mod 12 como Do, ya que ésta es la 

convención utilizada con más frecuencia. La escala diatónica se 

modeliza con ℤ7. 



 

 

Generación por semitonos (1)  

Generación de C12 (ℤ12 ) por quintas (7) y cuartas (5) 



Las Escalas Bien Formadas 

 
• Las escalas bien formadas, tales como la escala diatónica, se encuentran en 

diferentes culturas y épocas. Hay varias maneras de caracterizarlas.  

 

• Todas las escalas bien formadas comparten rasgos estructurales 

 

 

 

 

 

 

La condición de simetría 

 

•   En los modos diatónicos, las siete clases de altura pueden se pueden generar 

por una sucesión de quintas y, después, ordenarse según el orden de la 

escala. 



• Una explicación de porqué la escala diatónica usual se forma 

por siete tonos, en vez de cuatro u ocho se puede ver a través 

del grado de simetría rotacional que se logra cuando se arreglan 

los tonos en un círculo. 



• No todas las escalas preserverán la simetría. Cualquier número de quintas 

se puede representar a través de un polígono regular, tal como muestra el 

hexacordo diatónico. 

 

•  Sin embargo, cuando se conectan los tonos en el orden de la 

escala, se pierde la preservación de la simetría rotacional.  

 

• La escala pentatónica preserva la simetría rotacional.  





Considérese el conjunto diatónico representado por ℤ7  

• La diferencia entre elementos adyacentes es +1 or -6, pero si se  

calcula módulo 7, todas las diferencias son equivalentes  

      (-6≡ 1mod 7). 

 

• Si se rearreglan las notas en el orden de la escala, la secuencia 

resultante es 0 2 4 6 1 3 5 (F-G-A-B-C-D-E). De nuevo, la diferencia 

entre los elementos adyacentes es o +2 o -5 pero si se calcula 

módulo 7 la diferencia es constante, 2. (-5 = 2mod 7).  

F   G   A   B   C   D   E   (F) 

0   2   4   6   1   3   5   (0) 

  +2   +2   +2   +2   +2   +2   -5   

      +2   +2   +2   +2   +2   +2   



• Así es que, la preservación de la simetería 

rotacional en la escala diatónica se puede 

representar algebraicamente. La  multiplicación por 

2 mod 7 rearregla el orden de quintas al orden de la 

escala. 

• Resulta que para cada escala bien formada de n                        

tonos en ℤn, existe un element b en ℤ  que rearregla el 

orden de quintas al de la escala. 

Orden de la generación por 

segundas 

Orden de la generación 

por quintas 



• Por ejemplo, como Z12 ≈ Z3 × Z4 , una división natural 

sería 20, porque Z20 ≈ Z4 × Z5 .  

 

 

 

  

Escalas de n notas cromáticas, k notas “diatónicas” 



Z12 ≈ Z3 × Z4  

Z20 ≈ Z4 × Z5  



• Asimismo, tal y como 7 es un generador de 

Z12 , 11 es un generador de Z20 ;  

 

• por otro lado, de la misma manera en que 7 

= 
𝟏𝟐

𝟐
 + 1  tenemos que 11= 

𝟐𝟎

𝟐
 +1 .  Podemos 

hablar de una “escala diatónica 

generalizada” y un “círculo de quintas 

generalizado” 





• También la  multiplicación por 2 mod 11 rearregla 

el orden de quintas al orden de la escala 

H   C   I   D   J   E   K   F   A   G   B   H 

0   1   2   3   4   5   6   7   8   9   10   0 

  1   1   1   1   1   1   1   1   1   1   -10   

H   I   J   K   A   B   C   D   E   F   G   H 

0   2   4   6   8   10   1   3   5   7   9   0 

  2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   -9   



Composición 



Ejercicio: 

• Toma otras combinaciones de 
escalas (n notas cromáticas, k 
notas diatónicas) y crea 
escalas bien formadas 
utilizando la representación 
algebraica. 

 
• Muestra que tus escalas 

cumplen con la propiedad de 
simetría rotacional y 
contrástalas con escalas “no 
bien formadas” (por ejemplo, 
“la escala de tonos” con 10 
notas en Z20. 
 

• Usar C-sound u otro software 
para la representación 
auditiva. 
 



¿Cómo podemos relacionar la 
 
 investigación en la Teoría 
 
 Matemática de la Música con 
 
 “temas candentes” en la 
 
 Informática, tales como la 
 
 Inteligencia Artificial, el 
 
 Aprendizaje Automático o las 
 
 Redes Neuronales? 



Modelizando la Improvisación en el Jazz 

 

 La improvisación en el jazz es prototípica de los procesos 
inherentes al Sistema del Reconocimiento del Habla y otras 
áreas de interés de la Inteligencia Artificial. 

 

 En un período de tiempo reducido hay que tomar decisions en 
el contexto de una estructura dada. 

 

 Por este motivo la modelización de la improvisación en el jazz 
es de interés en áreas tan diversas como la teoría cognitiva, la 
informática, las matemáticas, la estadística, la neurociencia, la 
educación musical, etc.  



Dos teorías 
cognitivas 
encontradas 

Los esquemas mentales pueden 
derivarse de una biblioteca de patrones. 
(Pressing, 1988) 

 

En lugar de patrones, se enfatizan 
métodos basados en reglas. (Johnson-
Laird, 2002) 

 

Muchos modelos que imitan la 
improvisación humana caen 
exclusivamente en una de estas 
categorías. 



Modelos basados en Reglas 

• Impro-Visor 



Impro-Visor 

• Basado en gramáticas 
probabilísticas 

 

 

• Contornos 

Keller, R. Intelligent Music Software (2011) PowerPoint Presentation 
http://www.cs.hmc.edu/~keller/jazz/improvisor/IntelligentMusicSoftware.pdf 

http://www.cs.hmc.edu/~keller/jazz/improvisor/IntelligentMusicSoftware.pdf


 En un estudio previo las dos teorías 
cognitivas encontradas fueron explorados 
a través del análisis de un corpus de 
improvisaciones del grande de jazz, 
Charlie Parker.  

 

 El estudio mostró el uso extensivo de 
patrones, apoyando la teoría de que los 
jazzistas desarrollan una biblioteca de 
patrones que sirven como base para 
nuevas improvisaciones. 

 



Modelo de 
Patrones 

Melódicos  

 Se compila una lista de 
patrones únicos. 

 

 El patrón se define por 4 
intervalos contiguos. 

 

 Se construye una matriz 
estocástica que refleja las 
transiciones entre patrones. 

 

 Se realiza una caminata 
aleatoria sobre la matriz 
estocástica. 
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algorithm. 

  







Ejemplo basada sólo en los patrones melódicos 



Cada uno se llevó a cabo independientemente  

 

Patrones melódicos y rítmicos 
(independientes) 



Tonos y ritmo 
(con relación) 

Los patrones 
interválicos y rítmicos 
solo se escogen cuando 
cuando coinciden en el 
corpus. 



Meta de la investigación: crear un modelo 
generador de improvisaciones de solos de 
jazz a través de redes neuronales LSTM y 
enmarcado en el lenguaje de la teoría de 
categorías aplicada. 
  
 

 

 El desarrollo de un lenguaje formal, diagramático, de 
redes neuronales, usando la teoría de categorías aplicada; 

            

 La introducción de una arquitectura de redes neuronales 
para modelizar secuencias sujetas a un contexto temporal 
estructurado;  

 

 La implementación de esta arquitectura como un modelo 
generador de solos de  jazz. 

Un trabajo en curso. Hemos logrado: 



•   

 
 

Una progresión de acordes se puede ver como una  secuencia 

de eventos que condicionan una sucesión de señales  

                       (las notas y los silencios)  
 

 

 Ejemplo: 

 

  Cada símbolo de acorde tiene una duración de 2 pulsos  

 

   La primera nota F, tiene altura de tono 65 y duración 2; la 

segunda nota A tiene altura 69 y duration 1/2, y la tercera 

nota G tiene altura 67 y duración 3/2.  

 

                        

  Por lo tanto  Podemos considerer esta frase musical 

como la secuencia de señales S = (s 0 , s 1 , s 1 ) = (65, 69, 

67) con duración l0 = 2, l1  = 1/2, l2  = 3/2, 

condicionada a la secuencia de eventos: 

    E = (e 0 , e 1 , e 2 , e 3 ) = (Dm7, Dm7, G7, G7). 



 El corpus de entrenamiento consistió en 48 
transcripciones de solos de Charlie Parker.  

 

 Hubo una totalidad de 2479 compases de música (sin 
contar los compases que solo tenían silencios).  

 

Decidimos que cualquier cuatro compases completos 

consecutivos constituirían un ejemplo de 

entrenamiento.  

 

En el siguiente ejemplo, el solo tiene más de 4 compases 

de duración.  Los compases  1-4 forman un ejemplo de 

entrenamiento, los compases 2-5 constituyen otro, etc. 

En nuestro código nombramos estas porciones 

ventanas de entrenamiento.  

.  
 

 La improvisación ininterrumpida 
más corta es de 4 compases 
(probablemente del intercambio de 
cuatros - trading  4’s - con otros 
músicos), mientras que la más larga 
es de 131 compases.  



 Finalmente, algunas de las frases generadas que obtuvimos; fueron generadas con los mismos pesos 

de entrenamiento, pero son diferentes debido al proceso de muestreo. 

Frase generada 1 Frase original 1 

Frase generada 2 
Frase original 2 

Frase generada 3 Frase original 3 



Este tema abre muchas posibilidades para 
proyectos estudiantiles y el realce de cursos de 
matemáticas, informática y tecnología musical, así 
como la investigación a nivel de licenciatura y 
posgrado. 

 

Actividades Educacionales 

 

Utilizar otros corpuses para entrenar y generar 
otros estilos de jazz o géneros diferents. 

Motivar el aprendizaje de Python, Pytorch 

Conectar las matemáticas del cálculo diferencial a 
la técnica del descenso del gradiente, empleada 
para minimizer la función de pérdida. 

Reforzar conceptos estadísticos. 







Qué es un ritmo Euclidiano? 
DEMO: https://dbkaplun.github.io/euclidean-rhythm/ 

● Algoritmo Euclidiano 

○ Una forma de encontrar el máximo común divisor de dos números 

enteros. 

○ El número más grande que divide dos enteros sin dejar un residuo. 

  ● Cómo se traduce a la música? 

○ Aquí los números representan el número de pulsos y el número de 

notas. 

○ Tomemos 8 notas y 5 silencios (Los 1’s representas notas y los 0’s son 

silencios) 

1 1 1 1 1 

Ejemplo: gcd(6,33) 

33=(6)(x)+r 

33=(6)(5)+3 

  6=(3)(x)+r 

  6=(3)(2)+0 

 

Nuestro máximo común 

divisor es 3 

 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

https://dbkaplun.github.io/euclidean-rhythm/
https://dbkaplun.github.io/euclidean-rhythm/
https://dbkaplun.github.io/euclidean-rhythm/


Ritmos Euclidianos en Nuestra 
Pieza 

    1  2  3  4  5  6  7 8 9 10 11 12                                                       1  0  1  0  1   0  0  1  0  1  0  0 

          

   1      2     3           4     5 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 



U U 

Transformaciones 

NeoRiemmanianas 



Evolución de la pieza 

en el Tonnetz. 

La pieza: Lependu 

1. A-B-A Preludio 

Un ejemplo de una transformación 

ejecutada en la pieza.  













Estructura 

Se fijan límites en torno a las 

dos notas tocadas 

simultáneamente.  

No se pueden tocar la 

primera y la última cuerdas de 

manera simultánea. 

 No se pueden tocar 

“bicordes” en cuerdas 

adyacentes. 

Sólo hay 5 posibilidades. 

Música de Arpa de los Nzakara del 

África Central 



Cánones de Limanza 

 Una de las propiedades más emblemáticas de la secuencia es que los 

fragmentos melódicos (resaltados en rojo y azul) forman un canon y, a la 

vez, crean la estructura armónica de la tradición. 

 Nótese que las distancias entre las notas superiors de los primeros seis 

“bicordes” son las mismas que de las de las notas inferiores en el segundo 

grupo de seis. 



Considérese un subconjunto del producto Cartesiano ℤ×ℤ;  
 
Se restringe a las cinco combinaciones de cuerdas tocadas 

simultáneamente por los músicos Nzakara; 
 

 

 

   

 

 

 Denotamos estas combinaciones como enteros:    0 = (c1, c3), 1 =(c1, c4), 2 = (c2, 

c4), 3 = (c2, c5) and 4 = (c3, c5) 

 

   Así, el alfabeto se representa por el conjunto  {0, 1, 2, 3, 4}, que identificamos 

con el grupo ℤ5. 

 



 El canon pueded factorizarse en cinco palabras: w = v0v1v2v3v4, 

cada una obtenida de la previa a través de la suma del mismo valor a 

sus elementos, hasta alcanzar la palabra original de nuevo. 

 

v0 = 0 2 3 0 1 0, 
              v1 = 1 3 4 1 2 1, 

              v2 = 2 4 0 2 3 2, 

             v3 = 3 0 1 3 4 3, 

             v4 = 4 1 2 4 0 4. 

 

 

Por ejemplo, se agrega 1 a la primera palabra para obtener la segunda 

 

 

Ésta es la construcción general en el repertorio de la tradición Nzakara 

Sucesiones de Diferencia 





Realización Rítmica 

 Decidí realizar la sucesión rítmicamente y no sólo 

melódicamente. El espacio entre las notas se determinaron 

por los números en la secuencia.  

 

 El proceso crea un motivo de 15 compases en ¾. Se repite en 

el transcurso de la pieza con varias alteraciones, un poco 

como “tema y variaciones”. 



Realización de la Melodía 

Los valores numéricos 

se transformaron en 

valores de altura de tono 

a través del uso de cada 

parte del patrón 

repetitivo: 

 

+ 0 + 2 - 3 - 0 + 1 - 0  

   + 1 + 3 - 4 - 1 + 2 - 1 … 

  

Utilizando C como el 

punto de partida el 

material que resulta es: 

C D B B C C 

C#/Db E C B C#/Db C 

D F#/Gb F#/Gb E G F 

G#/Ab G#/Ab G E G#/Ab F 

A A#/Bb G#/Ab E E C 



 

Finalmente, cada compás en el motivo de 15 

compases se transpone según la idea previa:  

( +, +, -, -, +, - )- las sucesiones de diferencia 

+0 +2 -3 -0 +1 -0 







¡Gracias! 



 

•The mathematical concepts involved in this research include tiling, maximal evenness, Sidon sets, and Golomb rulers.  

 

En el transcurso de los últimos 40 years, la teoría matemática de la música (TMM) ha surgido en los departamentos 

de matemáticas y en las escuelas de música. En el context de la pedagogía de la música, ante  la necesidad de analizar 

los patrones de la composición moderna, se produjo la teoría musical de conjuntos y el uso de la teoría de grupos y 

otras estructuras matemáticas modernas llegó a ser tan normal como la aplicación de las matemáticas en los 

departamentos de ingeniería o química. 

Los matemáticos encontraban nuevas ideas estimulantes  mientras exploraban ciertas relaciones musicales 

establecidas. Los estudiantes de matemáticas han visto, en estos cursos, cómo su conocimiento acumulado de ideas 

abstractas pueden aplicarse a una actividad humana importante, en tanto se refuerza su dexteridad en la 

matemáticas. 

 De manera similar, cursos de educación general que no exigen una preparación sofisticada en ninguna de las dos 

disciplinas han sido desarrollados, tanto para los niveles universitario como para los de secundaria y bachllerato así 

como para fines de divulgación. También se han desarrollado cursos para maestros de secundaria y bachillerato y 

estudiantes de la educación matemática. Estos cursos se han llevado a cabo en los EE.UU, China, Irlanda, Francia, 

Australia y España. El objetivo de este volumen es el de dar a conocer la motivación y contenido  de estos cursos y, 

como componente esencial, aportar materiales y ejercicios concretos para los lectores interesados en realizar sus 

propios proyectos . 

  

  

  

  



Simetrías 



Repetición                                       Retrogradación                     Inversion y Repetición                                                        

Traslación Horizontal                     Reflexión Vertical       Reflexión Deslizante Horizontal 
 

 Transposicion                          Inversión           Retrogradación-Inversión| Retrogradación  

Traslación   Vertical               Reflexión Horizontal     Rotación 180°   | Transposición      

                                                                                                                     Reflexión Deslizante    

                                                                                                                        Vertical    

“Diccionario” Música-Matemáticas                                                                                                                                           



Patrones musicales de frisos  
• Un grupo de frisos es una clasificación matemática de patrones 

repetitivos unidimensionales basada en las simetrías del patron.  

• Tales patrones surgen frecuentemente en la cristalografía, en la 

arquitectura y en el arte decorativo. Hay 7 diferentes grupos 

de frisos. 



Se le llama vuelta si existe una traslación horizontal  

no trivial T, una reflexión vertical y una reflexión 

horizontal de esta combinación tal que:                  p2 

 

Generadores: 

Rotación de 180º 

Reflexión vertical 

spinning hop 

(Retrogradación-Inversión) 

reflexiones en 

los ejes 

horizontal y 

vertical. Su 

composición, es 

decir, aplicar 

una reflexión y 

luego la otra, 

equivale a una 

rotación de 

180º. 



vuelta 

El horizontal en torno a do 


